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Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :
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Théoréme. La fonction Jo : x — Z (4n ?2 2" est bien définie sur R et est l'unique solution
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de ’équation différentielle
(B) zy"+y' +2y=0

développable en série entiére vérifiant Jy(0) = 1

Preuve : Procédons par analyse-synthese :

Analyse :
Soit f une solution développable en série entiére au voisinage de 0, Il existe une suite (a,)nen €t

+o0
R > 0 tel que pour tout z €] — R, R[, f(z) = ) _ a,z". On a
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D’ou (E) <— Z(’I’L -+ 1)2(171_,_113” + Z an_lx” = 0.
n=0 n=1

Par unicité du développement en série entiere, on a

a; = 0
Vn € N*, (n+ 1)2a,41 = —apn_1
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d’ou Vn € N, as,11 =0 et as, = ap. Donc
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Synthese :
La série ainsi obtenue a un rayon de convergence infini . En effet, d’apres le critere de d’Alembert,
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donc f définit une fonction développable en série entiere dont les coefficients vérifient la récurrence
létablie : f est donc solution de I’équation différentielle.
Comme f(0) = ay, il existe une unique solution développable en série entiere et vérifiant f(0) = 1
400 (_1>n
/ . _ 2n
définie par f(z) =) TE

n=0
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Lemme 1. Soit Jy la solution développable en série entiére tel que Jo(0) = 1 et f une solution
de Uéquation sur un intervalle |0,a[, (f,Jo) est libre si et seulement si f n'est pas borné au
voisinage de 0.

Preuve du lemme : Si (f, Jy) est liée, comme Jy est bornée au voisinage de 0, f est bornée au
voisinage de 0.

Supposons (f,Jy) libre, sur ]0,a[, 'ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel de

dimension 2 dont (f, Jy) est une base. Considérons le Wronskien W = f.Jj— Jo f* de la famille (f, .Jp).
On a Vz €]0,a[, W (z) = =W (z) donc

3C € R,Vx €]0,af, W(z) = Ce™ 0@ =
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Comme (f, Jy) est libre, on a C' # 0, donc Va €]0,al, f(z )Jé(x) — Jo(z)f'(z) =€
Jo(x) —

Si f est borné au voisinage de 0, comme e ) =0 On a f'(z) ~ s donc pour b €]0,al,
z—
comme r — —= garde un signe constant sur |0, b et n est pas intégrable sur ]0,b[, par intégration

des relations de comparaison
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d’ou f(x) ~ —C'In(z) d’on ilg(l) f(z) = +oo ce qui contredit ’hypothese f borné. D’ou I’équivalence,
U

Application.
Ve e R 1 /7T cos(zsinf)df = io (D" an
"7 Jo 4nn)!
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Preuve : La fonction (z,6) — Lcos(zsin(f)) est de classe C* donc en posant g : z

L= . L .
— / cos(x sin 0)d#, par dérivation sous le signe somme :
m Jo
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Ve e R, ¢'(x) = ——/ sin(z sin 6) sin 6d6
7 Jo
1 ™
g"(z) = ——/ cos(z sin 0) sin? 6df
7 Jo

donc
1 ™
zg" () + ¢ (z) + zg(x) = —/ [(2 cos(x sin §) cos? §) — sin(z sin @) sin #]d
7 Jo

= [sin(x sin @) cos 0]

Donc g est solution de (E) et est bornée sur R donc (Jo, g) est liée sur |0, +o00[, comme Jy(0) = ¢(0),
il y a égalité sur R et sur R par parité. 0
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